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I. Wprowadzenie

Niniejszy modut sktada sie z 10 wprowadzen wideo do Modellusa. Ilustrujq one
wiekszos$¢ jego funkcji i zastosowan.

1. Podstawy teoretyczne.

Wspotrzedne kartezjanskie na ptaszczyznie.

Dowolny punkt na ptaszczyznie moze stuzy¢é jako poczatek uktadu
wspotrzednych. W takim punkcie znajduje sie poczatek dwoch prostopadtych
do siebie osi.

Kazda z osi jest linig prostg skierowang. Po wprowadzeniu jednostki odlegtosci
na osi, kazdemu punktowi na niej odpowiada liczba rzeczywista. Tak wiec
punktowi na ptaszczyznie jednoznacznie odpowiada para liczb, po jednej dla
kazdej z osi; sg to wspdirzedne kartezjanskie tego punktu.

Modellus wykorzystuje punkt ekranowy, piksel, jako jednostke: domysinie
1 piksel = 1 jednostka. Ustawienie to mozna tatwo zmieni¢ dla wszystkich
obiektéw Modellusa.
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Wektory

Wektory to matematyczne wielkosci, majace wartos¢ (diugosc¢) i kierunek.
Wektor definiujemy poprzez podanie jego wspotrzednych (sktadowych). Kazda
wspotrzedna wektora jest wielkoscig skalarna.

Wektory w Modellusie zdefiniowane s za pomoca dwoch sktadowych
skalarnych. Te dwie sktadowe pozwalajg wyznaczy¢ warto$¢ wektora oraz jego
kierunek, czyli kat, jaki tworzy wektor z ktorgkolwiek z osi.
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Zmienne, funkcje, tabele i wykresy

Zmienne opisujq witasciwosci ciat, przestrzeni, itd. Wiekszo$¢ zmiennych
w fizyce wyraza sie przez liczby rzeczywiste mianowane, czyli opatrzone
jednostkami.

Niektére zmienne zaleza od innych zmiennych. Funkcja opisuje zwigzek
pomiedzy zmiennymi niezalezng i zalezng. Definicja funkcji wymaga, by dla
jednej wartoéci zmiennej niezaleznej byta tylko jedna warto$¢ zmiennej
zaleznej.

Zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi mozna przedstawi¢ stownie, a takze za
pomocg tabeli wartosci, wykresu lub wyrazenia matematycznego. Ten ostatni
sposob jest na ogdt najbardziej zwieztym wyrazeniem zaleznosci pomiedzy
zmiennymi.

Oprogramowanie naukowe, w szczegdlnosci Modellus, jest bardzo przydatne
gdy zalezy nam na potaczeniu réznych sposobdéw przedstawiania funkcji oraz
innych matematycznych obiektéw.

Zmienna niezalezna t, z Funkcja: y jest funkcjg t

domyslng dziedzing <0; 20>
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Drgania, funkcje i rownania rozniczkowe

Funkcje sinus i cosinus stuza do opisu drgan harmonicznych. Drganie takie
charakteryzowane jest przez okres (badz czestotliwos$c¢), amplitude oraz faze.
Dwie ostatnie wielkosci zalezg od warunkéw poczatkowych drgania.

Modellus wykorzystuje zaréwno funkcje jak i numeryczne catkowanie dla
badania drgan. Przyktadowo, uzytkownik moze opisa¢ drganie (potozenie,
predkos¢, itd.) za pomocg funkcji sinus lub cosinus. Moze tez wyj$¢ z prawa
Hooke’a (wartos¢ sity powrotnej w uktadzie drgajacym jest proporcjonalna do
chwilowego wychylenia) by wyznaczy¢ przyspieszenie, a nastepnie wyrazic¢
predkos$¢ jako catke z przyspieszenia i na koniec potozenie jako catke z
predkosci.

By scatkowaé réwnanie uzytkownik musi zdefiniowac krok catkowania. Nowa
zmienna powstaje poprzez sumowanie zmian zmiennej podcatkowej. Modellus
uzywa domyslnie kroku catkowania réwnego 0,1 jednostki oraz metody Runge-
Kutta czwartego rzedu.

Catkowanie moze by¢ takze przeprowadzane za pomocg procedur iteracyjnych,
jak w metodzie Eulera czy Eulera-Crémera.

Drganie mozna takze
® otrzymac za pomoca,
rownan rézniczkowych ...
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Fale

Z matematycznego punktu widzenia fala to zmiana - w stosunku do wartosci
rownowagowej - jednej wiasciwosci fizycznej (lub kilku), zachodzaca w czasie
i w przestrzeni.

Niektore rodzaje fal mogg by¢ opisywane za pomocg funkcji sinusoidalnej.
W kazdym punkcie przestrzeni okreslona wielko$¢ zmienia sie okresowo.
W kazdym kolejnym punkcie wielko$¢ ta zmienia sie z opdznieniem w stosunku
do punktu poprzedniego.

Ten punkt o$rodka wykonuje
drgania ...
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Rownania rézniczkowe i funkcje

Funkcja x = 10 t oznacza, ze zmiana x wynosi 10 jednostek na kazda
jednostke zmiany t. Inaczej: kazdej zmianie t o jedng jednostke odpowiada
zmiana x o 10 jednostek.

Zwigzek ten mozna takze przedstawi¢ jako réwnanie rézniczkowe dx/dt = 10.
Rownanie to mozna rozumiec jako “chwilowa szybkos$¢ zmiany x wynosi 10
jednostek”. Jednak by rozpoczgé wyznaczanie x, program musi znac
~poczatkowg warto$¢ x”; znana jest szybkos¢ zmian, wiec trzeba wiedzie¢, od
jakiej wartosci zmiany te sie zaczynajq ...
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Predkos¢ jest chwilowg szybkoscig zmian wektora potozenia (jest to wektor
zaczepiony w poczatku uktadu wspoétrzednych i wskazujacy punkt, w ktérym
znajduje sie ciato). Dla zagadnienia jednowymiarowego oznacza to, ze
sktadowa v, predkosci jest chwilowg szybkoscig zmiany potozenia x. Podobnie,
przyspieszenie jest chwilowg szybkoscig zmiany predkosci, co w przypadku
jednowymiarowym  sprowadza sie do stwierdzenia, ze skiadowa
a, przyspieszenia jest chwilowg szybkoscig zmiany predkosci v,.

Modellus rozwigzuje rownania rozniczkowe korzystajac z metody numerycznej.
Oznacza to, na przyktadzie ruchu jednostajnie przyspieszonego, ze analityczne
rozwigzanie x = at?/2 nie jest znane. Jednak wykorzystywana metoda jest na
tyle skuteczna, ze uzyskiwane rozwigzanie numeryczne jest praktycznie
tozsame z analitycznym. Tak jest nie tylko w przytoczonym przykfadzie, ale
takze w wielu innych. Podstawowg ideaq rozwigzan numerycznych jest
obliczanie nowej wartosci zmiennej (powiedzmy x) za pomocg algorytmu typu
nowa wartos¢ = warto$¢ poprzednia + szybko$¢ zmian razy krok czasowy.
Jesli znamy ,szybkos$¢ zmian” a wartosc ,kroku czasowego” jest wystarczajaco
mata, to takie iteracyjne postepowanie pozwala wyznaczac¢ kolejne wartosci
zmiennej w funkcji uptywajqcego czasu.

Zalety metod numerycznych do rozwigzywania réwnan roézniczkowych sg
w miare oczywiste: kontrolowanie szybkosci zmian umozliwia uzytkownikowi
wptywanie na ruch obiektu po ekranie.

Ten model ilustruje matematyczny opis
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przyspieszonym. Ustawmy ponownie
Kontroler na zero (wypadkowa sita sumFx
staje sie réwna zero) i przekonamy sie, ze
obiekt nadal sie porusza ruchem
jednostajnym, chyba ze znowu zmienimy
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Prawo powszechnego cigzenia Newtona pozwala obliczy¢ site grawitacyjnego
oddziatywania dwodch obiektéw, gdy znane sg ich masy oraz odlegtos¢ miedzy
nimi. Przyjmijmy, ze jeden z obiektéw (np. planeta) ma mase m;, duzq
w poréwnaniu z masa m, satelity, rakiety kosmicznej, czy czegokolwiek
innego. Wtedy, po umieszczeniu planety w poczatku uktadu wspédtrzednych
mozna uzna¢, ze jedynie masa m, bedzie sie porusza¢ w polu grawitacyjnym
masy mj.

Tworzenie matematycznego modelu tego oddziatywania zaczniemy od
obliczenia odlegtosci r pomiedzy obiektami. Nastepnie obliczamy wartosci sity
grawitacji i przyspieszenia obiektu m,. Przyspieszenie rozktadamy na sktadowe
X iy, korzystajac z prostych zwigzkdw trygonometrycznych (sinus i cosinus);
uwzgledniamy przyciggajacy charakter grawitacji za pomocg znakéw ,minus”
przy sktadowych - sita i przyspieszenie maja zwrot ku poczatkowi uktadu
wspotrzednych. Gdy mamy sktadowe przyspieszenia, mozemy zapisac, dla obu
wymiaréw, ze szybkos$¢ zmian predkosci to przyspieszenie oraz ze szybkosc
zmian potozenia to predkosc.

W okienku Wartosci poczatkowe wida¢, ze
statej grawitacji G przypisano umowna,
wartos$¢ 1 (dla uproszczenia zagadnienia),
masa m; jest 10000 razy wieksza od masy
m, (to uzasadnia pominiecie skutkdw
dziatania sity grawitacji na m;), potozenie
poczatkowe masy m, jest réwne (-50; 50),
za$ poczatkowa jej predkos¢é ma wartosc
20 jednostek i kierunek zgodny z osig OX.
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10

Za pomocg réwnan rozniczkowych mozna modelowac wiele réznych zjawisk.
Kolejny przykfad, ktéory omoéowimy w tym module, to kinetyka reakcji
chemicznych.

Podstawowym pojeciem w kinetyce reakcji chemicznych jest rdéwnanie
kinetyczne. Wyraza ono matematycznie zalezno$¢ szybkosci reakcji od
stezenia (lub innych wiasciwosci fizycznych) reagentéw.

W ogdlnym przypadku reakcji A + B — C, najprostsze réwnanie kinetyczne ma
postad:
v=kA"BP
____ Szybkos¢ reakcji

, . . . L , .. . , rostych i odwrotnych
W tym rownaniu A i B oznaczajq stezenia substratéw reakcji, wyrazone na ogot P y Y

w molach na litr, zas k jest wspétczynnikiem reakcji, lub statg szybkosci reakcji

(w rzeczywistosci, nie jest to wielkoS¢ stata - opisuje wszystkie warunki . Jak zmienia sig w czasie
przebiegu reakcji, jak temperature, ktére nie s zwigzane ze stezeniem). stezenie substancji A...
Wyktadniki @ i b nazywane sa rzedami reakcji i zalezq od mechanizmu reakcji.

Sa one czesto takie same jak wspotczynniki stechiometryczne w chemicznym Jak zmienia sie w czasie
zapisie reakcji. Skomplikowane rownania kinetyczne reakcji chemicznych stezenie substancji C...

mogg zawiera¢ sume wyrazen a nawet wyrazenia w mianowniku.
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Model zinterpretowan

stezen.

w1=0.190%, ‘ w2=0.15

-
t=1200 t=1200

Max =1.00 M =1.00, ez =1.00,

Dla reakcji odwracalnych, rdwnowaga chemiczna A=049 B=051 c=nst
odpowiada stanowi, w ktorym stezenia substancji nie
zmieniajg sie w czasie. Ogodlnie rzecz biorac,
rownowaga jest osiggana gdy szybkos¢ reakcji w obie A:m}\ , peost .
strony jest jednakowa. W stanie rdwnowagi, przy S’

jednakowych szybkosciach reakcji w obie strony, nie =200 =120 t=1200
nastepujgq zmiany w stezeniu reagentow (réwnowaga

ma charakter dynamiczny). . P oo
I si——

t=12.00 t=12.00

in = 0.00 hfin = 0.00 hfin = 0.00

Zasada Le Chateliera pozwala przewidywac zachowanie sie

uktadu, bedacego w réwnowadze, po zmianie stezenia (lub innych

wiasciwosci) reagentow. Nastepuje przesuniecie stanu Jak zachowa sie uktad
réwnowagi, ktére czesciowo przeciwstawia sie wprowadzonej po zwiekszeniu
zmianie. W przedstawionym na tej stronie przyktadzie, po stezenia substanciji B?
zwiekszeniu stezenia substratu B, uktad zostaje zmuszony do

zmniejszenia ilosci tego substratu i do zwiekszenia stezenia

reagentdow A i C. Po tej zmianie, szybkosci reakcji w obie strony

ponownie stang sie jednakowe.



W niniejszym module przyjeto, ze czytelnik (nauczyciel ksztatcacy ucznidéw
badZz nauczycieli) jest obeznany =z okreslonymi pojeciami z zakresu
matematyki, fizyki i chemii. Celem tego modutu jest zilustrowanie, za pomocg
konkretnych przyktadéw, takich pojec, jak:

e ukfad wspotrzednych, poczatek uktadu wspotrzednych, wspdtrzedne na ptaszczyznie;

e zmienne niezalezne i zmienne zalezne;

o funkcje i ich wykresy;

e skale;

e wektory i ich sktadowe;

o predkos¢, wartos¢ predkosci, przyspieszenie;

e zasady dynamiki Newtona;

e funkcje liniowe, kwadratowe i trygonometryczne;
e drgania i prawo Hooke'a;

e fale;

e réwnania rézniczkowe, catkowanie analityczne i numeryczne;
e prawo powszechnego cigzenia;

e kinetyka reakcji chemicznych i rownowaga reakcji.

Zatgcznikiem do tego modutu jest tekst dotyczacy metodologii stosowania
modelowania w nauczaniu szkolnym. Jest to zestaw czynnosci nauczyciela,
wspomagajacych proces uczenia sie uczniéw. Czasami metodologie postrzega
sie jako co$, czego nie mozna przekaza¢ drugiej osobie, jednak w
rzeczywistosci jest ona wynikiem ztozonego procesu nauczania, osobistych
doswiadczen oraz przemyslen. Metodologia nakresla ramy postepowania,
opartego na szesciu nastepujacych zasadach: zaangazowanie w nauczanie, w
sprawy ucznidw i ich uczenia sie; znajomos$¢ matematyki i nauk $cistych;
wiedza o uczniach; obeznanie ze sztukg nauczania; myslenie w kategoriach
naukowych; refleksja i rozwdj zawodowy. Wynika z niej trzynascie propozycji:
(1) stawiaj jasno okreslone cele i przewiduj tok myslenia i ewolucje koncepcji
w trakcie zaje¢, uprzedzisz dzieki temu pojawianie sie trudnosci w nauczaniu;
(2) ujawniaj i werbalizuj koncepcje uczniowskie; (3) popieraj wspotdziatanie,
wspotprace oraz solidarnos¢ grupowa; (4) zapewniaj stuchaczom szybka
informacje zwrotng; (5) =zachecaj do samooceny oraz do oceny
wewnatrzgrupowej; (6) przechodZz od konkretu do abstrakcji; (7) podawaj
stowny opis czynnosci matematycznych; (8) korzystaj z pisania i ze
schematéw jako z ,narzedzi do myslenia”; (9) pomagaj przechodzi¢ od
obliczen do przeksztatcen algebraicznych, od rozumowania na liczbach do
rozumienia symboli; (10) badaj rdézne sposoby przedstawiania; (11)
ukonkretniaj - na ile sie da - obiekty abstrakcyjne, ale wskazuj rdznice
pomiedzy ,rzeczywistym obiektem” a jego reprezentacjq; (12) tacz w sposdb
wywazony nhauczanie przez odkrywanie z nauczaniem kierowanym; (13)
przewiduj, sprawdzaj i przegladaj spéjnos¢ modelu i danych.

MODELLINGSPACE
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Cwiczenia prezentowane w tym module moga by¢ wykorzystywane
W nauczaniu miodziezy i nauczycieli, zarbwno na fizyce i chemii jak i na
matematyce.

Cwiczenia te nie sq czescig zadnego kursu. Ilustruja one po prostu jak mozna
wykorzysta¢ Modellusa do modelowania i badania réznych zjawisk.

i
s
£
Badania w zakresie nauczania fizyki, chemii i matematyki jednoznacznie g
pokazujg, ze zardwno uczniowie jak i nauczyciele czesto miewaja trudnosci 8
w rozumieniu wiekszosci poje¢, pomystdw i praw wykorzystywanych &
U
-

w warsztatach. et

b

Nawet w podrecznikach szkolnych mozna znalez¢ btedy, jak ten, pokazany na EHl
rysunku z prawej. Szczegdlng uwage nalezy poswieci¢ zawartosci i interpretacji
roznych wizualizacji, jak na przyktad wykresow, trajektorii, wektordw, itd.
Uczacy sie powinni skupia¢ sie na znaczeniu tego, co wida¢ a nie tylko na
,formie rysunku”.

10 tempo (s}

Przyktad typowego
przektamania w szkolnym
podreczniku: wykres -
Chwilowa szybkos$¢ zmiany, réwnania rézniczkowe i catkowanie powinny by¢é  wielkodci fizycznej

przedstawiane jako ,pojecia narzedziowe” a nie jako symboliczny zapis,  w funkcji czasu - jest
stuzacy do dokonywania przeksztatcen algebraicznych. Przyktady oraz wstep  mylony z trajektorig
do tego modutu pokazujg jak to mozna osiggnac. samochodu.

Komputery staty sie obecnie najbardziej rozpowszechnionym narzedziem w
nauce, wykorzystywanym w wielu aspektach dziatalnosci naukowej, od
pomiarow i modelowania do pisania i synchronicznego komunikowania sie.
Uzycie komputerdw w nauczaniu przedmiotdéw przyrodniczych powinno wiec
by¢ naturalne.

Komputery sg szczegdlnie uzyteczne przy uczeniu o reprezentacjach
dynamicznych, takich jak wykresy i funkcje. Umozliwiajg one bowiem
uzytkownikowi jednoczesne korzystanie z wielu reprezentacji. Jednak
zaleta ta niekoniecznie zapewnia powodzenie w uczeniu sie - uczniowie moga
sie pogubi¢ w nadmiernej ilosci jednoczesnych reprezentacji. Przemyslany
udziat nauczyciela w uczeniu sie jest niezbedny dla sensownego
wykorzystania wielu reprezentacji. Polega on na prowadzeniu uczniéw przez
proces werbalizacji reprezentacji wizualnych i algebraicznych oraz proces
taczenia (kojarzenia) réznych reprezentacji tego samego zjawiska.



Dobra organizacja pracy w klasie jest waznym skfadnikiem skutecznego
podejscia do nauczania. Dotyczy to szczegdlnie uzywania nowoczesnych

narzedzi takich jak komputery i oprogramowanie. Zasadnicza cechg
prawidlowego podejscia jest potaczenie pracy ucznidow, zaréwno
indywidualnej jak i w matych grupach, z wykladem nauczyciela

skierowanym do catej klasy.

Typowym rozwigzaniem jest rozpoczecie od zwrocenia sie do catej klasy;
uczniowie $ledza zajecia dzieki rzutnikowi ekranowemu. Nalezy zapewnié, by
kto$ z ucznidw pracowat na komputerze podtgczonym do rzutnika - dzieki
temu nauczyciel ma bezposredni podglad na problemy ucznidw z korzystaniem
z oprogramowania. To pozwala regulowa¢ zaréwno tempo objasniania
prezentowanych koncepcji jak i oczekiwang aktywnos$¢ uczniéw.

Wiekszo$¢ nauczycieli dobrze wie, ze uczniowie majg problemy z
postepowaniem zgodnie z pisemng instrukcjg, nawet kilkuzdaniowa. Pokonaniu
tej trudnosci moze stuzy¢ polecenie zapoznania sie z czynnosciami przed
ich rozpoczeciem i zachecenie do przedyskutowania - w klasie lub w grupie -
tego, co powinno zosta¢ uzyskane za pomoca komputera. Dobrg zasada
bytoby rozpoczynanie pracy przez ucznidw dopiero po doktadnym
zorientowaniu sie, co beda robi¢. Wtedy instrukcja stuzy im do ustalania
szczegotow a nie jako zbior wskazowek do postepowania.
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III. Cwiczenia / Warsztaty
Warsztat 1: Badanie wykresow
zaleznosci potozenia od czasu z
wykorzystaniem ruchu myszki dasiiditas S

1: po: graphs moving the mouse

8. for tve examole, voutl ut 8 groen patce
1 Aevacion.
it Horiroatal

Ten warsztat przedstawia:

e Wstep do korzystania z rdéwnan i animacji ruchu
obiektéw w Modellusie;

e Po uruchomieniu pokazu wideo (obrazek w $srodku) - amswemmmnes
pojawia sie duze okno odtwarzania; pokazy wideo sa .
bezdzwiekowe - jest to wiasciwe dla pomieszczen z A

i
)
|

duza liczbg komputerdw. e

-
Warsztat 2: Badanie wykresow e —————
zaleznosci polozenia od czasu za 2: Exploring po —

pomocq funkcji

Ten warsztat przedstawia:

e Sposob konstruowania modeli z funkcjami liniowymi
i kwadratowymi;

e Ta strona i nastepne zawierajq cztery pokazy wideo;
obejrzenie kazdego z nich wymaga uzycia funkcji
zoom-in (powiekszania) z Adobe Acrobat.

PR TR v— L T ——

Warsztat 3: Badanie drgan w poziomie

1. 10t enercen, you wi 600 how 80 e
 co-sine function L Cruate 1 hort-
rontal ouciiation a1 (1 o ey

sraoh.

Ten warsztat przedstawia:

e Badanie funkcji sinusoidalnych z wykorzystaniem
mozliwosci zmian ich parametréw.

Warsztat 4: Badanie drgah w pionie

Ten warsztat przedstawia:

e Dalsze mozliwosci badania funkcji sinusoidalnych.




Warsztat 5: Tworzenie fali

poprzecznej

Ten warsztat przedstawia:

o Jak wytworzy¢ poprzeczng fale w osrodku
sktadajacym sie z drgajacych punktéw materialnych.

rlod of the caclation. T sl Hustrates
the wave. for ffarm valiss o tha e
oy

Warsztat 6: Analiza danych
uzyskanych z obrazéw

Ten warsztat przedstawia:

e Wykorzystanie narzedzi Modellusa do analizy
obrazoéw i do tworzenia modeli z danych uzyskiwanych
z obrazow.

Warsztat 7: Badanie bezwladnosci za
pomoca rownan rézniczkowych

worge
P

Ten warsztat przedstawia:

e Badanie zasad dynamiki Newtona, z wykorzystaniem
pojecia chwilowej szybkosci zmiany oraz rownan
rézniczkowych.

réwnan rézniczkowych

Ten warsztat przedstawia:

e Tworzenie modelu oscylatora z wykorzystaniem
prawa Hooke’a oraz réwnan rézniczkowych.
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Warsztat 9: Badanie prawa —
powszechnego ciazenia Newtona erkaha 2 xgoring Newion's o o

Ten warsztat przedstawia: :

e Tworzenie modelu ilustrujgcego newtonowskie * bt
prawo powszechnego cigzenia. S o

ve of parameters
Crmasa th force on the extating by

5. Movie D s hom to investigate
what when the sl vave of
the veoolty s chenged srd how to a3
VI 10 represant accaleratin and ve-

ooty of the arbiting bocy.

Warsztat 10: Badanie kinetyki reakcji - e
chemicznych i rownowagi w reakcjach ===
chemicznych za pomoca réwnan EEEEEET
rozniczkowych R,

Ten warsztat przedstawia: ARG e B

%
i
i
it
i
i

e Tworzenie modelu ilustrujacego kinetyke reakcji LS
chemicznych, w tym zmian sktadu chemicznego po e
osiggnieciu rownowagi; ilustrowanie pojecia rownowagi S
dynamicznej.




